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Solitony Ricciego”

1. Potok Ricciego
W 1981 r. Richard Hamilton [20] zapoczatkowal badanie réwnania

%g(t) = -2 Rng(t), (1)
Roéwnanie (1) — ktérego rodzine rozwiazan nazywa sie zwykle potokiem
Ricciego — jest warunkiem nalozonym na niewiadoma krzywa gtadka
t — g(t), zlozona z metryk Riemanna na ustalonej rozmaitosci M.
Warunek ten polega na zadaniu, by krzywa ta miata, w kazdym ¢ z
przedzialu, na ktéorym jest okre$lona, pochodna wzgledem ¢ réwna
tensorowi Ricciego metryki g(t) pomnozonemu przez —2.

Rozwiazania (trajektorie) potoku Ricciego to krzywe ¢ — g(t) wycho-
dzace z zadanej metryki poczatkowej ¢(0), i okreslone na maksymalnym
przedziale [0,7) zmiennej ¢, przy czym 0 < T < oo.

We wspétrzednych lokalnych 7/, j = 1,...,dim M, (1) stanowi
uklad nieliniowych réwnan czastkowych typu parabolicznego, nalozony
na skladowe g;, = g(ej, e) metryk g = g(t) tworzacych nasza niewia-
domg krzywa. Symbolem e; oznaczamy tu j-te wspotrzednosciowe pole
wektorowe (tak wiec pochodna kierunkowa w kierunku e; jest dokladnie
tym samym, co pochodna czastkowa 0; wzgledem j-tej wspolrzednej).
Funkcje gjx zaleza od t i od zmiennych x/. Wspélrzednodciowa postaé
warunku (1) jest dosé zawita:

g1

o = “2Rj,.  gdde Ry =0,I% 0,10 + INT — TI T

J pk qp~ jk Jjg~pk’
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zad F]’,i, sa symbolami Christoffela metryki g = ¢(¢), danymi wzorem
2]}-:‘;C = gP9(0jgrq + Orgjq — 049jk), W ktérym ¢’* sa kontrawariantnymi
sktadowymi metryki, tzn., w kazdym punkcie dziedziny uktadu wspdt-
rzednych macierz [g7%] jest odwrotno$cia macierzy [9k]. W wyrazeniach
na R i 2]}1;C uzyta jest konwencja Einsteina — powtérzone wskazniki
sg wskaznikami sumowania.

2. Rola potoku Ricciego w dowodzie hipotezy Poincarégo

Hamilton, ktéry w pracy [20] udowodnil istnienie i jedyno$¢ maksy-
malnej trajektorii potoku Ricciego dla dowolnej metryki poczatkowej
9(0) na kazdej rozmaitosci zwartej, probowal uzyé tego faktu do udo-
wodnienia tréjwymiarowej hipotezy Poincarégo.

Zaproponowany przez niego zarys takiego dowodu (znany jako ,pro-
gram Hamiltona”) skladal sie z pewnej catkiem konkretnej serii krokéw.
Przeprowadzi¢ te kroki do samego konca zdotat dopiero w r. 2002 Grigorij
Perelman [29-31].

Perelman udowodnil tez przy okazji znacznie ogdlniejsza hipoteze
Thurstona o geometryzacji rozmaito$ci trojwymiarowych.

Kluczowa czescia argumentu Perelmana byly chirurgie, ktére trzeba
wykonaé¢ gdy potok Ricciego napotyka osobliwos¢ w skoficzonym czasie
(T < 00). Po chirurgii potok Ricciego uzyty jest ponownie, w nieco
uproszczonej sytuacji topologicznej.

3. Solitony Ricciego — ,,punkty stale” potoku Ricciego

Soliton Ricciego to metryka Riemanna ¢g = ¢(0) na rozmaitosci
M, ktora potok Ricciego deformuje w sposdb nieistotny, tzn. tak, ze
wszystkie stadia g(t) sa metrykami identycznymi z ¢(0) z dokladnoscia
do dyfeomorfizméw i mnozen przez stale dodatnie (,przeskalowan”).
Inaczej mowiac, metryka taka odpowiada punktowi stalemu potoku
Ricciego w ilorazie przestrzeni metryk na M przez odpowiednia relacje
réwnowaznosci.

Powyzsza definicja ma oczywisty sens na rozmaitosciach zwartych, ze
wzgledu na istnienie i jedynos¢ maksymalnej trajektorii potoku Ricciego
z dowolna zadana metryks wyjsciowa. Bez zalozenia zwartodci, przez
soliton Ricciego rozumie si¢ metryke Riemanna g na rozmaitosci M,
dla ktérej réwnanie (1) ma rozwiazanie spelniajace warunek poczatkowy
9(0) = g i deformujace metryke w sposéb nieistotny.

W 85 pojawi si¢ inna, rownowazna charakteryzacja solitonéw Ricciego
— poprzez rownanie rézniczkowe.
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4. Granice typu homotetii

Zupelne niezwarte solitony Ricciego pojawiaja sie bardzo czesto
jako produkty uboczne potoku Ricciego na rozmaitosciach zwartych —
ygranice typu homotetii” (blow-up limits, rescaling limits) metryk g(t)
obcietych do odpowiedniego zbioru otwartego, gdy zmienna ¢ € [0,T)
dazy do T (zdefiniowanego w §1), za$ samo T ma warto$¢ skonczona.

Nastepujacy wynik Perelmana [29] (znany jako ,no-breathers the-
orem”) stwierdza, ze na rozmaitoSciach zwartych solitony Ricciego moga
by¢ réwnowaznie scharakteryzowane przez warunek pozornie duzo stab-
szy niz ich normalna definicja:

Twierdzenie 4.1. Jesli w trajektorii t — g(t) potoku Ricciego, na
rozmaito$ci zwartej, istniejqg chocby dwie rézne wartosci czasu t takie,
ze odpowiadajgce im stadia sg ze sobg identyczne modulo dyfeomorfizm i
przeskalowanie, to trajektoria ta jest solitonem Ricciego.

W wymiarze 3 twierdzenie to udowodnil Thomas Ivey [22].

5. Réwnanie solitonowe

Nietrudno sprawdzié¢, ze metryka g na rozmaitosci M jest solitonem
Ricciego wtedy i tylko wtedy, gdy dla jakiegos pola wektorowego w na
M zachodzi réwnanie solitonowe

£wg + Ric = g, gdzie ) jest stala, (2)

przy czym Ric oznacza tu tensor Ricciego metryki g, zas £,9 — jej
pochodna Liego w kierunku pola w.

Terminu soliton Ricciego uzywa si¢ tez méwiac badz o rozmaitosci
Riemanna (M, g) spelniajacej (wraz z jakim§ w) warunek (2), badz o
trajektorii ¢ — g(t) potoku Ricciego, ktérej wyjsciowe stadium ¢(0) —
lub, rownowaznie, kazde stadium ¢(¢) — ma wlasnosé (2); pole w moze
tu zalezeé od t.

Obiekty w i A wystepujace w (2) bedziemy nazywaé¢ polem solito-
nowym i stalg solitonowq.

Wspoélrzednosciowa wersja warunku (2) ma postaé

wj gt wy ;i + R = Agjp
Zamiast w; ; pisze si¢ tez Viw;. Aby wyrazié ten warunek wprost
poprzez skladowe gj; metryki g i skladowe w’ pola w, wystarczy
zastapi¢ R, przez wzor z 81, zas sume w; 1+ wy, ; Preez Opw;+ 0wy, —

— k
ZIﬁwp, dla w; = 9w
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6. Kierunki dalszej dyskusji

Solitony Ricciego, cho¢by ze wzgledu na ich bliski zwiazek z potokiem
Ricciego (§§3-4), wydaja sie warte dokladnego zbadania. Ich charaktery-
zacja jako metryk Riemanna spetniajacych pewne réwnanie rézniczkowe
(§5) sugeruje badanie ich metodami analizy geometrycznej, uzywanymi
juz wczesniej w podobnych sytuacjach.

Pozostata cze$¢ tekstu zajmuje sie kilkoma wybranymi przypadkami,
w ktorych takie podejscie prowadzi do lepszego zrozumienia solitonéw
Ricciego na rozmaitosciach zwartych. Przykladami ich sa metryki Ein-
steina (§7) i solitony Kéhlera-Ricciego (§8), oraz pewne iloczyny karte-
zjanskie (§9). W odréznieniu od najnizszych wymiaréw, n =2 i n = 3,
w ktorych zwarte solitony Ricciego sa od dawna sklasyfikowane (§7),
przypadek n > 4 to w znacznym stopniu terra incognita. [lustracja tego
faktu jest problem otwarty, opisany w §9.

§811-15 poswiecone sa sformutowaniu i dowodowi pewnego wyniku
Perelmana, ktéry — mimo do$é ezoterycznej natury — stanowi istotny krok
w kierunku lepszego poznania struktury zwartych solitonéw Ricciego. W
§16 omdwione sg z kolei twierdzenia, udowodnione w latach 1957-2004
przez osmiu réznych matematykow, ktére lacznie pokazuja, ze solito-
ny Kahlera-Ricciego tworza naturalng klase metryk kanonicznych na
zwartych powierzchniach zespolonych o dodatniej badz ujemnej pierwszej
klasie Cherna.

Koncowa cze$¢ artykutu (§§17-26) przedstawia dwie klasy przykladéw
solitonéw Ricciego na rozmaitos$ciach zwartych. Sa to metryki einstei-
nowskie Page’a i Bérard Bergery’ego [4,28] oraz metryki kdhlerowskie
Koiso-Cao [8,24]. Ich opis jest dos¢ techniczny i przesledzenie go wymaga
»,zakasania rekawow” — w odréznieniu np. od przypadku jednorodnych
rozmaitosci Einsteina o nieprzywiedlnie dzialajacej grupie izotropii, ktére
mozna omowié catkiem zwiezle (§7). Konstrukcja w §§17-26 uzywa zmian
konforemnych metryk Kéahlera, tzn. mnozenia ich przez odpowiednio
dobrane funkcje dodatnie. Wprowadzone tam warunki dostateczne na to,
by po takiej zmianie powstawal soliton Ricciego, stanowia uktad rownan
rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu z warunkami brzegowymi.
Znane rozwiazania tworza trzy rodziny, z ktérych pierwsze dwie (§§23,
25) odpowiadaja dwém wspomnianym wyzej klasom przykladéw, zas
trzecia nie daje nic nowego — otrzymane z niej solitony Ricciego sa
izometryczne z metrykami Koiso-Cao, co pokazal Gideon Maschler [27];
dow6d wyniku Maschlera przedstawimy w §26.
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7. Metryki Einsteina

Najbardziej oczywista klase solitonéw Ricciego na rozmaitosciach
zwartych stanowia metryki Finsteina. Sa to metryki Riemanna g spet-
niajace (2) z w = 0, czyli tzw. warunek einsteinowski

Ric = Mg dla jakiej$ stalej A. (3)
Stalg solitonowa A nazywa sie w tym przypadku stalg Einsteina.

W wymiarach n < 4, kazdy zwarty soliton Ricciego jest einsteinow-
ski; udowodnit to dla n = 2 Hamilton [21], a dla n = 3 Ivey [22].
Z czysto algebraicznych powodéw, dla n < 4 z réwnania (3) wynika,
ze metryka g ma stala krzywizne sekcyjna. Lokalnie, z dokladnoscia
do izometrii i przeskalowan, omawiane rozmaitosci niskowymiarowe
sa wiec standartowymi sferami, przestrzeniami euklidesowymi, badz
przestrzeniami hiperbolicznymi.

Przez rozmaito$é Einsteina rozumie sie rozmaito$é Riemanna (M, g),
ktorej metryka g jest einsteinowska.

Einsteinowsko$¢ wspomnianych wyzej metryk o stalej krzywiznie
sekeyjnej (sferycznych, euklidesowych, hiperbolicznych) wynika z przy-
czyn duzo ogdélniejszej natury. Mianowicie, kaZda jednorodna rozmaito$c
Riemanna (M,g) o nieprzywiedinie dzialajacej grupie izotropii jest
rozmaitoscig Einsteina. Zalozenie o jednorodnosci oznacza, ze grupa
izometrii metryki g dziata na M tranzytywnie, za$ nieprzywiedinosc
odnosi sie tu do grupy H, tych izometrii, ktére zachowuja ustalony
punkt x € M, dzialajacej, infinitezymalnie, w przestrzeni stycznej T,.M.
Einsteinowsko$¢ jest tu trywialna konsekwencja lematu Schura i faktu, ze
tensor Ricciego — jako naturalny niezmiennik metryki — jest zachowywany
przez wszystkie izometrie.

Poza metrykami sferycznymi, euklidesowymi i hiperbolicznymi, po-
wyzsze twierdzenie stosuje sie tez np. do metryk kanonicznych (Fubinie-
go-Study’ego) na zespolonych przestrzeni rzutowych CP™, pokazujac,
ze sg one metrykami Einsteina.

8. Solitony Kéhlera-Ricciego

Pierwsze przyklady nie-einsteinowskich zwartych solitonéw Ricciego,
reprezentujacych wszystkie parzyste wymiary n > 4, skonstruowali na
poczatku lat 1990-tych Norihito Koiso [24] i (niezaleznie) Huai-Dong Cao
[8]. Wszystkie ich przyklady, jak réwniez uogélnienia tych przyktadéw,
znalezione przez innych autoréw [11,16,25], sa solitonami Kdhlera-
Ricciego, tzn. — jednoczesnie — solitonami Ricciego i metrykami Kahlera.
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Przypadek szczegdlny solitonéw Kéahlera-Ricciego stanowia metryk:
Kahlera-FEinsteina, tj. metryki Kahlera, ktore sa takze einsteinowskie.

Przypomnijmy, ze jedna z mozliwych (wzajemnie réwnowaznych)
definicji metryki Kahlera brzmi nastepujaco. Jest to metryka g na
rozmaito$ci M taka, ze pewien automorfizm liniowy J wiazki stycznej
TM (tzn. pewna gladka rodzina x +— J, automorfizméw liniowych
Jy : TpyM — T, M) spelnia warunki J(Jv) = —v, g(Jv, Jw) = g(v, w)
i Vy(Jw) = J(Vyw) dla dowolnych gladkich pél wektorowych v i w,
przy czym V oznacza koneksje Levi-Civity metryki g.

Przez metryke Kdahlera na rozmaitosci zespolonej M rozumiemy z
kolei metryke Kéhlera w powyzszym sensie na M (traktowanej jako
rozmaitos¢ rzeczywista), dla ktérej automorfizmem J : TM — TM o
zadanych wlasnoéciach jest operator mnozenia przez ¢ w przestrzeniach
stycznych (stanowiacych w naturalny sposob przestrzenie zespolone).

Szczegodly konstrukeji Koiso-Cao beda oméwione w §25. Na razie war-
to tylko wspomnieé¢, ze przyktady Koiso-Cao sg metrykami Kéhlera na
zwartych rozmaitosciach zespolonych M;", ktére, dla liczb catkowitych
m, k spelniajacych warunek m > k > 0, zdefiniowane sg nastepujaco:

M" to przestrzen totalna wigzki holomorficznej o wioknie CP!
nad przestrzeniq rzutowg CP™1, otrzymanej jako uzwarcenie (%)
rzutowe k-tej potegi tensorowej tautologicznej wigzki prostych.

Zauwazmy, ze m jest tu wymiarem zespolonym rozmaitoéci M]". Roz-
maitos¢ M{" mozna tez otrzymac przez rozdmuchanie punktu w CP™.
Na tych samych rozmaitosciach zespolonych M;" istniejg réwniez
inne, nie mniej interesujace solitony Ricciego — konforemnie k&hlerowskie
(choé nie kidhlerowskie) metryki Einsteina. Skonstruowali je Don N. Page
[28] dla m = 2 i Lionel Bérard Bergery [4] w wymiarach m > 3.
Metryke Riemanna g na rozmaitosci M nazywa sie konforemnie
kdhlerowskq jesli, dla pewnej funkcji dodatniej p: M — IR, iloczyn pug
jest metryka Kahlera.
Przyktady Page’a i Bérard Bergery’ego sa opisane ponizej, w §23.
Dla wymiaréw zespolonych m > 3 konstrukcje Koiso-Cao i Bérard
Bergery’ego mozna identyczna metoda przeprowadzi¢ — jak juz wskazali
sami ich autorzy [4,8,24] — w nieco szerszej klasie rozmaitosci niz opisana
wyzej rodzina M;". Pow6d zawezenia naszej dyskusji do rozmaitosci
M jest czysto pragmatyczny — definicja wspomnianej tu szerszej klasy
jest dos¢ zawila. Definicja ta zostanie jednak wprowadzona w dowodzie
Lematu 17.1, ktory stanowi wstepny krok naszego opisu omawianych
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przyktadéw. Opis nasz bedzie sie wiec stosowal nie tylko do rodziny
M, ale tez do jej wyzej wymienionego uogélnienia.

9. Problem otwarty

Riemannowski iloczyn kartezjanski dwoch solitondéw Ricciego o tej
samej statej solitonowej A jest znowu solitonem Ricciego. Uzywajac
tego faktu, przykladéw Koiso-Cao (§8), oraz metryk Einsteina (§7),
konstruuje sie bez trudu zwarte solitony Ricciego, ktére nie sa ani
einsteinowskie ani kahlerowskie, i reprezentuja wszystkie wymiary n > 7.

Gang Tian [34], w réznych odczytach, oraz Huai-Dong Cao, w pracy
[9], zadali nastepujace

Pytanie 9.1. Czy istnieje zwarty soliton Ricciego, ktéry nie jest ani
einsteinowski, ani lokalnie kdhlerowski, i nie jest lokalnie rozkladalny w
iloczyn kartezjanski rozmaitosci Riemanna nizszych wymiarow?

Jedli taki przyktad istnieje, musi on mie¢ dodatnia stata solitonows;
skonczona grupe podstawowa; krzywizne skalarna (§10) niestala — a takze
dodatnia. Jest tak dlatego, ze zwarte solitony Ricciego nie spelniajace
ktérego$ z wymienionych warunkéw sa automatycznie einsteinowskie. Te
cztery fakty udowodnili, w wymienionej kolejnosci: Jean-Pierre Bourgu-
ignon [6], jeszcze w r. 1974; Xue-Mei Li [26] w r. 1993 (oraz, niezaleznie,
Manuel Ferndndez-Lopez i Eduardo Garcia-Rio [17] w r. 2004, jak réwniez
Zhenlei Zhang [38] w r. 2007); Daniel H. Friedan [18] w r. 1985; i Ivey
[22] w r. 1993. Wyniki Hamiltona [21] i Ivey [22] wspomniane w §7
pokazuja tez, ze przyktad taki miatby wymiar n > 4.

10. Troche oznaczen i tozsamosci

Aby uprosci¢ dalsze rozwazania, wprowadzmy kilka symboli. Dla
ustalonej rozmaitoéci Riemanna (M, g), niech FM, XM,2M i SM
oznacza przestrzen liniowg wszystkich funkcji gtadkich M — IR, pdl
wektorowych gltadkich na M, gladkich 1-form na M (tzn. przekrojow
wiazki kostycznej) i, odpowiednio, gtadkich symetrycznych pél 2-ten-
sorowych na M. Przykladami tych ostatnich sa metryka g, tensor
Ricciego Ric i hesjan Vdf dowolnej funkcji f € FM, tzn. pochodna
kowariantna rézniczki df. Poza gradientem V : FM — XM i rdézniczka
d: FM — 2M, do interesujacych operatoréw liniowych miedzy parami
tych przestrzeni nalezg tez g-$lad try, : SM — F DM, jak réwniez g-dy-
wergencja 6 : SM — M, mnozenie wewnetrzne 1, : SM — 2M przez
dowolne v € XM, oraz g-laplasjan A : FM — F M, scharakteryzowane
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przez réwnosci trgb = tr B, gdy b € SM i B jest endomorfizmem
liniowym wiazki stycznej TM takim, ze
g(Bv,w) = b(v,w) dla v,we XM, (4)
oraz (0b); = gPIV,b,;, wb="0b(v, -) 1 Af = tr,Vdf.
Czes$é g-bezsladowa symetrycznego pola 2-tensorowego b € SM to
z definicji pole tensorowe {b}, € SM, dane wzorem

{b}y = b — (trgb)g/n, gdzie n = dim M. (5)
Funkcj¢ s = tryRic nazywa si¢ krzywizng skalarng metryki g. Zachodza
dobrze znane tozsamosci (zob. np. [12, wzory (2.4) i (2.9)])

a) 26Ric=ds, b) 6b=dY +1,Ric, c¢) 2,0=dQ  (6)
dla dowolnej funkcji f € FM, jej gradientu v = Vf, hesjanu b =
Vdf 1ilaplasjanu Y = Af, oraz Q = g(v,v). Bedziemy tez uzywaé
nieliniowego operatora rézniczkowego R : FM — FM, zadanego, w
dowolnej rozmaitoéci Riemanna (M, g), wzorem

Rf = Af = |VfP/2. (7)
Méwimy, ze symetryczne pole 2-tensorowe b € SM na rozmaitosci
Kéahlera (M, g) jest hermitowskie jesli endomorfizm B : TM — TM o
wlasnoéci (4) jest C-liniowy (komutuje z J). Jest to réwnowazne skosnej
symetrii pola 2-tensorowego b(J -, -). Dla kazdego x € M operator
B, : T,M — T, M musi by¢ wtedy diagonalizowalny i jego wartosci
wlasne maja parzyste krotnosci nad IR. W szczegdlnosci,
g i Ric sa zawsze hermitowskie. (8)
Ponizej — i w dalszej czesci tekstu — symbole ¢ i T beda uzyte w sensie,
ktéry nie ma nic wspélnego z ich znaczeniem w §§1-5.
Dla funkcji t,x : M — IR na rozmaitosci M, bedziemy nazywacé
x funkcjo gladkq funkcji t jesli t nie jest stalai x = Got, gdzie G
jest gladka funkcja na przedziale A = t(M), tj. na zbiorze wartosci
t. Piszac () = d/dt, bedziemy tworzy¢ pierwsze i drugie pochodne
x = Got, ¥ =G ot, traktujac je jednoczesnie jako funkcje M — IR i
jako funkcje zmiennej t € A. Przy ustalonej metryce Riemanna ¢ na
M, dla x, o, ktére sa funkcjami gtadkimi niestatej funkcji ¢ : M — IR,
ktadac ¢ = etg(Vt,Vt)/2, mamy oczywiste réwnosci Vx = xVt oraz
i) g(Vo,Vx) =2¢"'ox¢, i) dx=xdl. (9)
Ponadto Vdy = xVdt + x dt @ dt. Tak wigc Vde! = et (Vdt + dt @ dt),
skad, dla 7 = €', dostajemy Vdt = e 'Vdr — dt ® dt, oraz
Vdy = xe 'Vdr + (¥ — X)dt ® dt. (10)
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11. Gradientowe solitony Ricciego

Moéwimy, ze dany soliton Ricciego (M, g) jest gradientowy jesli pole
solitonowe w, spelniajace (wraz z odpowiednia stala \) réwnosé (2),
mozna wybra¢ tak, by bylo gradientem jakiej$ funkcji. Rozmaitos¢é Rie-
manna (M, g) jest gradientowym solitonem Ricciego wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje funkcji solitonowa f : M — IR spelniajaca gradientowe
réwnanie solitonowe

Vdf + Ric = Ag, gdzie A jest stala. (11)

Symbol V jest tu koneksja Levi-Civity metryki ¢g (cho¢ bedziemy go
tez uzywaé dla g-gradientu), a Vdf oznacza, jak w §10, hesjan f.

To, ze warunek (2) przyjmuje postaé (11) gdy 2w = Vf (tzn. gdy
2w jest gradientem funkcji f) bierze si¢ z tozsamosci £,9 = 2Vdf,
prawdziwej dla dowolnej funkcji f i jej gradientu v = Vf.

Gradientowe réwnanie solitonowe (11) ma nastepujace ciekawe kon-
sekwencje, zauwazone jeszcze przez Hamiltona; por. tez [10, p. 201]:

Lemat 11.1. Z warunku (11) dla funkcji f na rozmaitosci Riemanna
(M, g) wynika stalo$é trzech funkcji: Af+s, Af—g(Vf,Vf)+2\f, oraz
Rf + Mf +8/2, gdzie s jest kraywizng skalarng, a Rf = Af — |Vf|?/2.

Dowdd. Stosujac do obu stron réwnosci (11) operatory trg, do try —
20 + 21, oraz & — 1, otrzymujemy nasze trzy konkluzje jako trywialne
konsekwencje tozsamosci (6). O
Statos¢ dwoch ostatnich funkeji w lemacie wynika z tozsamosciowego
znikania ich rézniczek, gdyz rozmaitosci sg tu — z definicji — spdjne.
Perelman [29] pokazal gradientowosé zwartych solitonéw Ricciego:

Twierdzenie 11.2. Kazdy zwarty soliton Ricciego jest gradientowy.

Dowdd tego twierdzenia, w §15, opiera sie na rozwiazalnoéci pewnych
quasi-liniowych réwnan eliptycznych, ktérg udowodnit Oscar S. Rothaus
[33] r. 1981. Wynik Rothausa mozna sformulowaé nastepujaco:

Twierdzenie 11.3. Dla zwartej rozmaito$ci Riemanna (M,g) wymia-
ru n > 3, operatora R zadanego wzorem (7), oraz dowolnej liczby
rzeczywistej dodatniej X, odwzorowanie f — Rf + \f jest suriekcjg w
przestrzeni funkcji gladkich f: M — R.

Dowdéd Twierdzenia 11.3, ktérego zarys przedstawimy w §14, uzywa
faktu opisanego w §12.
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12. Logarytmiczna nieré6wno$¢ Sobolewa

Powyzszy termin odnosi sie do pewnego typu oszacowan, badanych
od konca lat 1960-tych [15,19]. Wersje Rothausa [33] mozna sformulowaé
jako czes$¢ (c) ponizszego lematu, w ktérym, dla p € [1,00) i zwartej
rozmaitosci Riemanna (M, g) wymiaru n, przez || ||, i || [, 1 oznaczamy
norme LP i odpowiadajaca jej pierwsza norme Sobolewa: Hcp||§71 =
JulIVelP+¢P]dg dla ¢ € FM, gdzie FM jest przestrzenia wszystkich
funkcji gltadkich M — IR, a dg — elementem objetosci metryki g.
Uzywamy ponadto symbolu LiM dla przestrzeni Sobolewa, otrzymanej

jako uzupelnienie FM znorma || ||, ;, i traktowanej w oczywisty spos6b

P, 1
jako podprzestrzen przestrzeni LPM. Klasyczna nieréwno$¢ Sobolewa i
wynikajaca z niej inkluzja stwierdzaja, ze

el < Cllgllpy oraz LM € L™, jesli 1 <7 <np/(n—p) (12)

dla pe (1,n) i p € FM, ze stala C zalezng jedynie od (M,g),p i .

Lemat 12.1. Dla dowolnej zwartej rozmaitosci Riemanna (M, g) wy-
miary n > 3, staltej € € R 1 funkcji gladkiej x : M — IR, poldzmy

1¢) = [ eV — o*log lel + xo?) dg, (13)
M

gdzie @loglp| z definicji rowna sie zeru na zbiorze zer funkcji .
Wéwczas funkcjonal I;C : LAM — R, zadany wzorem (13),
(a) jest dobrze okreslony, gdyz p?log|p| € L'M jesli p € L3M,
(b) jest ciggly wzgledem normy Sobolewa || ||o1,
(c) ma minimum na zbiorze X = {p € LIM : ||p||ly = 1}, jesli € > 0.
Kazde ¢ € X realizujgce minimalng warto$é¢  funkcjonalu I;‘ na zbio-
rze X, gdy € > 0, jest ponadto dystrybucyjnym rozwigzaniem rownania

eAp + ¢loglp| + (k—x)p = 0. (14)

Do udowodnienia zaréwno Lematu 12.1 (w §13), jak i Twierdze-
nia 11.3 (w §14), potrzebna nam bedzie oczywista réwnosé

(W) = ellpl3r + (@) + ((x —e)v,v), dla ¢ € LM, (15)

gdzie (,), jest iloczynem skalarnym w L2M, oraz (dobrze znany)

Lemat 12.2. Jesli ciqg ¢;, j = 1,2,3,..., w przestrzeni Sobolewa
L2M dla zwartej rozmaitosci Riemanna (M,g) wymiaru n > 3 jest
ograniczony w normie Sobolewa || ||2.1, to po zastgpieniu go odpowiednim
podciggiem bedzie istniata funkcja € LM taka, Ze przy j — oo
mamy zaréwno zbieznos$¢ ¢; — ¢ w normach L? i L", z dowolnie
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ustalonym 1 € (2,2n/(n — 2)), jak i stabg 2bieznos¢ p; — ¢ w normie
[ lla,1, oraz zbieinosé norm |l¢;llo, do jakiejs liczby ~ > ||9]lo -

Dowéd. 7 wyjatkiem ostatniej nieréwnosci 7 > [|4b||o 1, istnienie podcia-
gu o wymaganych wlasnosciach jest oczywista konsekwencjg twierdzen
Rellicha-Kondraszowa i Banacha-Alaoglu; zauwazmy, ze L2M jest prze-
strzenia Hilberta. Z drugiej strony, nieréwno$¢ Schwarza |1, ;)94 <
Il llejlla w L2M i staba zbieznosé ¢; — ¢ powoduja, w granicy,
ze [|Yl31 < ¢l ialbo [[¢]lay =0 <, albo tez [|¢]l; # 0 i obie
strony nieréwnosci mozna podzieli¢ przez [[¢]ls ;- O

13. Dow6d Lematu 12.1

Kladac H(p) = ¢?log |¢| dla ¢ € R~{0} i H(0) = 0, otrzymujemy
funkcje H zmiennej ¢ € IR o cigglej pochodnej H'. Przy dowolnym
ustalonym 7 € (2,00) ilorazy H(p)/|p|" i H'(p)/|¢|""! daza do zera
gdy |¢| — 00, co daje nam oszacowania |H (¢)| < c(1+]¢|") i |H'(p)| <
cmax (1, |p|"™1) dla wszystkich ¢ € R, z ¢ > 0 (ktére zalezy tylko od
T).

Niech ¢, € R i r € (2,00). Nieréwnosé |H'(¢)| < cmax (1, |p|"™1)
i klasyczne twierdzenie Lagrange’a o wartodci éredniej pokazuja, ze
|H(¢) — H(Y)| < ¢l — | max (1,[¢|"71), dla jakiego$ ¢ lezacego mie-
dzy ¢ i . Tak wige |H(g) — H(®)| < clp — 1 max (1, |p" [Y).
Nieréwnosé Holdera, z ¢ takim, ze r~'+¢ ' =1, tzn. ¢ =1r/(r — 1),
daje wiec, dla funkeji o, € LM i r € (2,00), oszacowanie catkowe

IH () — H@)lly < elle — ¢l (1+ lelly + el (16)
z ¢ zaleznym od r (przy czym prawa strona moze by¢ nieskoniczona).

Wybierzmy teraz r = 2n/(n—2). Fakt, ze |H(p)| < c(1+|¢|"), oraz
inkluzja L?M C L' w (12), dajaca catkowalnoéé |o|" dla ¢ € L2M,
dowodza wniosku (a). Poniewaz |IJ(¢) — I ()| = ||H (@) — H(9)||;, za$
91, < llell, + g = ll,, zbieznosé ¢ do ¢ w normie Sobolewa || |54
pociaga za soba, poprzez (12), zbieznos¢ w normie || ||, i, w konsekwencji,
takze relacje I§(¢) — I9(v)). Funkcjonat I{ : L3M — TR jest wiec ciagly,
skad, na mocy (15), tatwo wynika (b).

Aby otrzymaé (c), zacznijmy od wypukltosci funkeji wykladniczej,
tzn. nierdwnosci Jensena, ktéra stwierdza, ze [y, F du < log [y,efdu
dla dowolnej funkcji catkowalnej F': M — IR na przestrzeni M z miarg
probabilistyczna u. Dowdéd — wystarczy to pokazaé dla funkcji prostych,
co sprowadza si¢ do nieréwnosci ¢f'... ¢f < ¢1q; + ... + ¢q, dla
dowolnych ¢; € (0,00) i ¢; € [0,00), j =1,...,k, takich, ze Z;?:l c; =
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1, tatwej do sprawdzenia przez uzycie 9/Jq; do zmaksymalizowania
réznicy ¢f' ... ¢ —ciqi—. .. —cq;, przy ustalonych gy, ..., g1 ¢, ..., ¢
Oczywiscie, a [y, ¢*logpdg = [ p?logp®dg jesli a,e € (0,00),
za$ ¢ € X (oznaczenia jak w (c)). Nieréwno$¢ Jensena [, Fdy <
log [ysel du, dla du = ¢*dg i F =log¢?, daje wige [y, p?log¢?dg <
(24 a) log ||¢lly1e- Ktadac a = 4/(n — 2) i wybierajac p = 2 w nie-
réwnosci Sobolewa (12), dostajemy 2 [y, ¢?logpdg < nlog Cllellg-
Poniewaz Hcp”%l = [u(IVel? + ¢?)dg, ta ostatnia nieréwnosé¢ daje
I?(go) > &(€) + min x, gdzie D(¢) = (€2 — 1) — (1 + 2/a)log C¢ dla
€ = ¢l > ll¢lly = 1. Ponadto, inf{®(€) : € € [1,00)} > o0, a wiec,
jesli € > 0, to funkcjonal Ig jest ograniczony od dolu na zbiorze ..
Niech ¢ > 0. Uzywajac tej ostatniej konkluzji, oznaczmy przez k
infimum funkcjonatu I;‘ na zbiorze X 1 ustalmy ciag ¢; € X, j =

1,2,3,..., dla ktérego IX(p;) — r gdy j — oo. Ciag ¢, jest zatem
ograniczony w normie Sobolewa || |5, gdyz w oczywistej réwnosci
ellVelly = 2IX(¢) — 2125 (p), dla ¢ = ¢}, wyrazy 2IX(p) zbiegaja, a
21 2‘/2(@ sa ograniczone z dotu (jak widzieliSmy powyzej). Zastapmy
teraz ciag ¢, podciagiem wybranym jak w Lemacie 12.2 dla jakiejs
liczby 7 i funkcji granicznej w L2M, dla ktérej uzyjemy symbolu ¢
(a nie ). Z oszacowania (16) i inkluzji L3M C L'™M w (12) wynika,
ze Ig((pj) — I8(p). Przy j — oo, (15) dla ¢ = p; daje wige K =
ey + I0(0) + {(x =€), o = I2(0) + e(v? = ll¢ll3,1), skad

k= IXp) = (v = llel31)- (17)

Poniewaz k < IX(yp), widzimy, ze v < [|¢|y;. Nieréwnos¢ v > |¢lly, w

Lemacie 12.2 daje zatem v = [|¢|5, skad, na mocy (17), & = IX(¢p),
co dowodzi (c).

Ustalmy teraz ¢ € X, dla ktérego I?((p) ma minimalng warto$é k.
Jesli ¢ € X i (p,1), =0, kladac 1y = (cos@)p + (sinf)y, dla 6 € IR,
otrymujemy krzywa 6 — 1py € X. Funkcja 6 — IX(1py) jest wowczas
rozniczkowalna i jej pochodng mozna wyliczy¢ rézniczkujac pod znakiem
calki, tzn. d[IX(v,)]/d0 = [,,(011,/08)dg, gdzie II, oznacza wyrazenie
podcatkowe w (13) z ¢ zastapionym przez 1.

Wynika to od razu z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajo-
ryzowanej, gdyz warto$¢ bezwzgledna [0I1,/06| jest ograniczona z
gory, jednostajnie ze wzgledu na 6, przez funkcje catkowalng. Rze-
czywiscie — pierwszy i trzeci wyraz w II,, zrézniczkowane wzgledem 0,
daja kombinacje liniowa cos26 i sin26 o wspotczynnikach bedacych
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funkcjami catkowalnymi; zauwazmy, ze na mocy definicji przestrzeni
LY M, poprzedzajkacej wzor (12), gradient dystrybucyjny Vi) dowolnej
funkcji ¢ € LM jest mierzalnym polem wektorowym o calkowalnym
kwadracie g-normy |V|: M — IR. Pochodna wzgledem 6 drugiego
wyrazu w I1, ma z kolei warto$¢ bezwzgledna |0v,/00||H'(1,)|, dla
funkcji H uzytej na poczatku dowodu; wyprowadzona tam nieréw-
nosé |H'(p)| < emax (1,]p|"1), wraz z oczywistym faktem, ze |1, i
|01y/00| sa mniejsze lub réwne 2max (|¢|, [¢]), daje
|00 /001 |H' (vg)| < cmax (1, [¢]", [[") < e(1+lol"+ [¥[")
z jaka$ nowa stata ¢ > 0. Dla r = 2n/(n —2) wystarczy teraz zauwazy¢,
ze inkluzja LIM C LM w (12) daje catkowalno$é |o|" i [t]".
Poniewaz ¢ minimalizuje IX na X, pochodna d[IX(¢,)]/df jest
zerem dla € = 0. Rézniczkujac pod znakiem calki, dostajemy stad
—e(Vp, Vib)y + (ploglo| + (k= x) @, ) = 0 (18)
dla 1 € LM takich, ze (p,1), = 0. Z drugiej strony, (18) zachodzi tez
dla 1 = ¢, bo IX(¢) = k. Zatem mamy (18) dla wszystkich ¢ € LI M,
w tym — dla funkcji prébnych ¢ € FM, co konczy dowdd réwnania (14).

14. Zarys dowodu twierdzenia Rothausa (Tw. 11.3)
Potrzebny jest nam jeszcze jeden, dobrze znany

Lemat 14.1. Niech ¢ bedzie dowolng funkcjg w przestrzeni Sobolewa
L2M zwartej rozmaitoéci Riemanna (M,g) wymiaru n > 3. Funkcja
Y = || spelnia wéwczas warunki 1 € L2M i []l2,1 < [l

2,1

Dowod. Zatézmy najpierw, ze ¢ jest funkcja gtadka. Niech 6 oznacza
dowolny wyraz ustalonego ciggu liczb dodatnich zmierzajacego do zera.
Dla ciggu @g = +/ 0%+ 62 dodatnich funkcji gladkich, oczywista réwnosé
0o — b =02/(py + ) daje |p, — 1| < 0. Mamy zatem zbieznoé¢ jedno-
stajna @y — ¢, skad takze |y — Y[y = 0 1 [lpglly = [[¢]lo- Z drugiej
strony, Vi, = (¢/¢g)Ve, zas |p/p,| < 1. Tak wiec |V, < [V
i [[Veglla < [[Velly. Zastepujac nasz ciag odpowiednim podciagiem,
dostajemy [[Viylly, — ¢ dla jakiego$ ¢ < [[Volly. Ciag [lpgl3, =
IV gl13+ 113 zbiega zatem do 42, dla v = (||¢)]|3+¢?)'/2 Na mocy Le-
matu 12.2, zastapienie wybranego przez nas podciagu pewnym dalszym
podciggiem pozwala nam zalozy¢ zbieznos¢ ¢, w normie L? do jakiej$
funkcji granicznej lezacej w L? M. Poniewaz stwierdzilismy juz wezeéniej,
ze ||y — |y — 0, ta funkcja graniczng musi by¢ ¢ = |¢|, skad wynika,
ze ¢ € LiM. Nieréwnosci v > [[¢]l; (w Lemacie 12.2) i ¢ < [[Velly
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dajg nam z kolei [¢[|3; <%= [[9[3+ < [+ [Vely = ll¢ll3,, co
dowodzi naszej tezy w przypadku, gdy ¢ jest funkcja gtadka.

Dla dowolnej funkcji ¢ € L2M mamy ©; — ¢ przy j — 0o, w
normie || ||, z pewnym ciagiem ;, j =1,2,3,..., zlozonym z funkcji
gladkich. Polézmy 1, = [p;] 1 1 = || Zatem v, € L2M i cigg norm
[9illa.1 < ll@;ll2,1 jest ograniczony; zastepujac go podciagiem zbieznym,
dostajemy [[v;lla1 — v < [[ollor (8dyz [l@jlla, = llll2,1)- Lemat 12.2
dla ciggu ¢, pozwala nam wybra¢ funkcje graniczna L2M, ktéra musi

by¢ identyczna z ¢ ze wzgledu na zbieznos¢ ¢; — ¢ w normie L?
(oczywista na mocy zbieznosci ¢; — ¢ W L?M, bo [v; =¥l < lp; —¢l),
za$ nieréownosé [[1[loy <y w Lemacie 12.2 daje [[¢[ly; < [¢lloy- O

Przy zalozeniach i oznaczeniach Lematu 12.1, z ¢ > 0, niech ¢
minimalizuje Ig‘ na zbiorze Y. Wéwczas ¢ = |¢| réwniez minimalizuje
I;( na /. Mianowicie Lemat 14.1 pokazuje, ze ¥ € X i 1 spelnia
nieréwnos¢ [[1ly 1 < [[olla1, za$ IX(¥) < IX(p) na mocy tej nieréwnosci
i (15), gdyz dwa koncowe wyrazy w (15) pozostaja niezmienione, jesli
funkcje 1 zastapimy przez [v|.

Inaczej méwiac, mozemy wtedy dodatkowo zalozy¢, ze funkcja ¢
minimalizujaca I ;‘ na Y jest nieujemna. Stad z kolei wynika, ze ¢
jest wszedzie dodatnia oraz gtadka. Powody tego wynikania mozemy
tu stresci¢ tylko bardzo pobiezne. Po pierwsze, uzywajac metody De
Giorgiego i Nasha pokazuje sie, ze ¢ jest klasy C? z lokalnie hélderow-
skimi drugimi pochodnymi czastkowymi. Po drugie, odpowiednia wersja
lokalnej zasady maksimum, uzywajaca wspdirzednych geodezyjnych,
dowodzi, ze zbidr zer funkcji ¢ jest otwarty. Jego otwartoéé — wraz
z warunkiem |[p|ly = 1 (ktéry jest czescia definicji X, i wyklucza
tozsamosciowe znikanie ¢) — pociaga za sobg dodatnio$é ¢. Argument
typu ,bootstrapping” w przestrzeniach wielokrotnie rézniczkowalnych
funkcji o pochodnych holderowskich daje nam z kolei gtadkosé .
Dowdd Twierdzenia 11.3. Ustalmy (M,g) i A spelniajace zalozenia
twierdznia, oraz funkcje gtadka v : M — IR. Dla ¢ = 1/\ 1 x =
—1/(2)) istnieje — jak widzieliémy wyzej — dodatnie rozwigzanie gtadkie
¢ réwnania (14) z pewna stala k. Kladac f = —2(k + log ¢), tatwo
sprawdzamy, ze (14) przyjmuje postaé Rf + Af = 1. O

15. Dowéd twierdzenia Perelmana o gradientowosci (Tw. 11.2)

Zatozenie. (M,g) jest zwarta rozmaitoscia Riemanna i réwnosé (2)
zachodzi dla ustalonej liczby A € IR i ustalonego pola wektorowego w.




Solitony Ricciego 15

Cel. Znalez¢ funkcje f spelniajaca réwnanie (11): Vdf 4+ Ric = Ag.
Mozemy przy tym tez zalozy¢, ze n = dim M > 3 i stala solitonowa
A jest dodatnia, bo — jak pokazali Hamilton [21] i, jeszcze w r. 1974,
Bourguignon [6] — w przypadku zwartym warunek (2) dla n = 2, badz
dla A <0, daje (3), tzn. (11) z f =0.

Motywacja dowodu. Funkcja f ma spelniaé (11); skad ja wziaé? Le-
mat 11.1 sugeruje odpowiedz — trzy funkcje naturalnie stowarzyszone z
f maja, ex post facto, okazaé sie stale, co (przy wlasciwym wyborze
ich stalych wartosci) prowadzi do trzech réwnan eliptycznych drugiego
rzedu nalozonych na szukang funkcje f. Mozna wiec sprébowadé najpierw
pokazaé, ze ktores z tych trzech rownan ma rozwiazanie f, a nastepnie
— ze takie f spelnia tez (11). W pierwszym réwnaniu stala, o ktorej
mowa, musi by¢ oczywiscie wartoScig Srednig sayve krzywizny skalarnej
s (bo [,; Afdg=0), afunkcja f taka, ze Af + s = say istnieje na
mocy ogodlnego kryterium rozwiazalnosci eliptycznych réwnan liniowych.
Niestety, nikt nie wie, jak stad dostaé¢ (11). Sprawy maja sie lepiej z
trzecim réwnaniem, w ktérym, poniewaz A\ > 0, dodajac odpowiednia
stalg do f mozemy zazadac, by stala po prawej stronie byta zerem. Jak
zobaczymy, rozwiazalno$¢ wynika tu z twierdzenia Rothausa.

Argument. Dla dowolnej zwartej rozmaito$ci Riemanna (M, g), funkeji
f, stalej A i pola wektorowego w, polézmy

h = Vdf 4+ Ric — A\g, b= £,9+ Ric— g, ¢ =Ae/ +26[e ],
gdzie ¢ jest operatorem dywergencji p6l wektorowych. Wowczas (bez
zadnych dodatkowych zalozen!), dla operatora R danego wzorem (7),

/|h|26_fdg + /(Rf+ A +s/2)bdg — /<h,b>e—fdg.
M M M

(dowdd — trywialne, choé zmudne, catkowanie przez czeéci). W naszej
sytuacji, gdy A i w spelniaja (2), caltka po prawej stronie znika, bo
b = 0, a twierdzenie Rothausa (Tw. 11.3) pozwala nam wybraé f tak,
by Rf+ Af +s/2 =0. Zatem h =0, co konczy dowdd.

16. Kanoniczne metryki Kéahlera

Niech ¢ bedzie metryka Kéahlera na ustalonej zwartej rozmaitosci
zespolonej M. Wzory w=g(J-,-) i p=Ric(J-, -) definiuja wéwczas
forme Kdhlera i forme Ricciego metryki g. Obie sa 2-formami zamknie-
tymi, tzn. sa (na mocy (8)) sko$nie symetryczne, zas§ dw = dp = 0.
Jedli funkcja f na M speklia gradientowe réwnanie solitonowe (11), to
i00f + p = Aw. Poniewaz forma i99f jest doktadna (bedac pochodna
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zewnetrzng formy i0f), wynika stad réwno$é klas kohomologii de Rha-
ma: [p] = A\w] € H3(M,R). Z drugiej strony, [p] jest zawsze réwna
pierwszej klasie Cherna c; rozmaito$ci M pomnozonej przez 2w, a wiec
zalezy tylko od struktury zespolonej — a nie np. od metryki g,

Warunkiem koniecznym na to, by na zwartej rozmaitosci zespolonej
istnial soliton Kéhlera-Ricciego o dodatniej (badZ ujemnej) stalej soli-
tonowej A jest zatem dodatnio$é (badz ujemnos$é) jej pierwszej klasy
Cherna c¢;, tj. realizowalnoé¢ c¢; (badz —c;) jako klasy kohomologii
formy Kahlera jakiej$ metryki Kahlera.

W wymiarze zespolonym 2 warunek ten jest réwniez dostateczny.
Ponadto, na zwartych powierzchniach zespolonych o dodatniej badz
ujemnej pierwszej klasie Cherna c;, solitony Kéhlera-Ricciego stanowia
naturalny wybor metryki wyrdznionej czy tez kanonicznej.

Sciglej méwiac, na powierzchni takiej istnieje soliton Kihlera-Ric-
ctego, ktory jest w dodatku jedyny z dokladnoscig do dzialania skladowej
jednosci grupy automorfizmow zespolonych oraz przeskalowari.

Powyzsze stwierdzenie jest podsumowaniem szeregu wynikéw, zardw-
no klasycznych, jak nowszych. Naleza tu twierdzenia dowodzace:

(a) jedynosci metryk Kéhlera-Einsteina (1957: Eugenio Calabi [7], dla
¢y < 0, 1987: Shigetoshi Bando, Toshiki Mabuchi [2], dla ¢; > 0),
(b) prawdziwosci hipotezy Calabiego o istnieniu metryki Kahlera-Ein-

steina jesli ¢; < 0 (1978: Thierry Aubin [1], Shing-Tung Yau [37]),
(c) istnienia solitonéw Kéahlera-Ricciego na zwartych torycznych rozmai-

tosciach zespolonych z ¢; > 0 (2004: Xu-Jia Wang, Xiaohua Zhu [36]),
(d) jedynosci solitonéw Kéhlera-Ricciego, gdy ¢; > 0, modulo automor-

fizmy ze skladowej jednosci (2002: Tian i Zhu [35]).

17. Réwnania Ricci-hesjanowe

Od tej pory wszystkie rozwazane funkcje sa — z definicji — gladkie.

Uzywajac terminologii Maschlera [27], méwimy, ze funkcja 7 na
rozmaitosci Riemanna (M, g) spelnia réwnanie Ricci-hesjanowe jesli,
dla pewnej funkcji o na M, niezerowej we wszystkich punktach jakiegos
podzbioru gestego, uzywajac oznaczenia wprowadzonego w (5), mamy

{aVdr + Ric}, = 0 (19)

badz tez, réwnowaznie: aVdr + Ric = ng dla jakiejs funkcji 7.
Rozwiazania rownan typu (19) istnieja np. na pewnych rozmaito-
Sciach Kahlera. Rozwiazania te naleza do rodziny specjalnych potencjalow
Kdhlera-Ricciego, ktora jest catkowicie sklasyfikowana, zaréwno lokalnie
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[12, §18], jak i w przypadku rozmaitosci zwartych [13, §16]. Ich definicje
i opis ich zwiazku z warunkiem (19) mozna znalezé w [12, §7] i [27].

Innym szczegdlnym przypadkiem réownania Ricci-hesjanowego (19)
jest gradientowe réwnanie solitonowe (11), w ktéorym 7= f i a = 1.
Dodatkowe powiazanie miedzy réwnaniami (19) i (11) bierze sie stad,
ze z wielu rozwiazan réwnan Ricci-hesjanowych (19), ktére same nie
spelniaja gradientowego réwnania solitonowego (11), mozna otrzymaé
rozwiazania (11) poprzez odpowiednie modyfikacje metryk ¢ i funkcji
wystepujacych w (19). Modyfikacje metryk polegaja tu na ich zmianach
konforemnych, oméwionych bardziej szczegétowo w §19.

Opisane podejscie zapoczatkowal Maschler w pracy [27]. Uzyte przez
niego wyj$ciowe rozwiazania 7 réwnan typu (19) nalezaly do — wspo-
mnianej wyzej — klasy specjalnych potencjatéw Kéhlera-Ricciego.

Nastepujacy lemat — uzywajacy konwencji z kofica §10 — jest nieznacz-
ng modyfikacja argumentu Maschlera [27, Remark 4.2]. Pojawiajace sie
w nim rozwiazanie 7 réwnania Ricci-hesjanowego (19) jest specjalnym
potencjatem Kéhlera-Ricciego na zwartej rozmaitosci Kéhlera (M;", g),
tzn. nalezy do rodziny przykladéw, skonstruowanych w [13, §5].

Lemat 17.1. Niech m,k € Z i funkcje gladkie xz,¢ : [0,T] — R
zmiennej t, ze stalg T > 0, spetniajg warunki m >k >0 oraz
(2) 6 = (m — )i + mo —m,
(b) ¢(0) =¢(T) =0, zas ¢ >0 na przedziale (0,T),
(c) 9(0) =k i ¢(T) = —k,
przy czym () = d/dt. Na rozmaitosci zespolonej M = M;" opisanej w
(x), §8, istnieje wowczas metryka Kdhlera g o krzywiznie skalarnej s
oraz gladka funkcja suriektywna t: M — [0,T] takie, Ze
(i) funkcja T = et jest rozwigzaniem réwnania Ricci-hesjanowego (19),
tzn. {aVdr + Ric}, =0, gdzie a = (m —1)(&+ 1)e”!,
(i) AT = 2(¢ +mo) i g(VT,VT) =2e'¢, dla funkcji T = €,
(iii) efs/2 = m(m—1) — m(m—1)¢ — (2m —1)¢ — ¢.

Zarys dowodu. Istnienie metryki ¢ i funkcji ¢ pokazemy poprzez jawna
konstrukcje, przeprowadzong w klasie rozmaitosci zespolonych, ktéra
jest nieco szersza niz rodzina M]" (zob. tez komentarz na koncu §8).
Konkretniej, zalézmy, ze N jest zwartg rozmaitoscia zespolona wymiaru
m — 1, ktérej wiazka kanoniczna (tj. najwyzsza potega zewnetrzna
wiazki kostycznej) daje si¢ podniesé do utamkowej potegi tensorowej
o wykladniku k/m. Gdy m i k sa wzglednie pierwsze, oznacza to
realizowalnos¢ wigzki kanonicznej jako m-tej potegi tensorowej jakiejs
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wiazki prostych; wiadomo [23], ze N musi by¢ wtedy biholomorficzna z
CP™ !, dla ktérej m-tym pierwiastkiem tensorowym wigzki kanonicznej
jest wlasnie wiazka tautologiczna. Jesli jednak utamek k/m da sie
uproécié, przyktadéw takich jest wiecej, co ilustruje choéby przypadek
nieparzystych poteg kartezjanskich rozmaitosci CP.

Zatézmy tez, ze na N istnieje metryka Kahlera-Einsteina h o tenso-
rze Ricciego réwnym 2mh. Inaczej méwiac, zadamy dodatniosci stalej
Einsteina, otrzymujac dla niej warto$¢ 2m po przeskalowaniu h.

Niech M oznacza uzwarcenie rzutowe wigzki prostych £ nad N, kt6-
ra jest (k/m)-ta potega tensorowa wiazki kanonicznej. Nasze zalozenia
gwarantujg istnienie w wiazce &£ hermitowskiej koneksji Cherna, ktérej
forma krzywizny jest forma Ricciego metryki h (zob. §16) pomnozona
przez —k/m. Wiazka styczna przestrzeni totalnej & rozlozona jest wiec
w sume prosta skladnika wertykalnego V (stycznego do widkien) i
sktadnika horyzontalnego H (pochodzacego od koneks;ji).

Norma wtdknista w £ stanowi nieujemng funkcje r na przestrzeni
totalnej &, ktéra jednoczesnie traktujemy jako zmienna niezalezna. Nasza
zmienna ¢, ograniczona do przedziatu (0,7), staje si¢ funkcja zmiennej
r, scharakteryzowana przez wybor jednego z dyfeomorfizméw r — ¢(r)
przedziatu (0,00) na (0,7") spelniajacych réwnanie

2y =220 (20)

dr kr
Mozemy wiec traktowaé¢ t oraz ¢ jako funkcje £~ N — IR, zalezne
od normy wiéknistej r i okreélone na dopetnieniu przekroju zerowego
N C & Metryke g na &~ N definiujemy teraz zadajac, by sktadnik
V byl g-ortogonalny do H, by g obciete do kazdego widkna & bylo
metryka euklidesowa pomnozona przez funkcje 2(kr)~2el¢, oraz by g
obciete do H bylo iloczynem funkcji 2ef i przeciwobrazu metryki h
poprzez projekcje & — N wiazki £.

Rozwiazanie t(r) réwnania (20) nie jest oczywiscie jedyne; przez
przeskalowanie zmiennej niezaleznej r powstaja z niego inne rozwiazania.
Otrzymane z nich metryki sg jednak izometryczne z ¢. Izometrig bedzie
tu odpowiednie przeskalowanie w kazdym widknie wiazki £.

Reszta dowodu — sprawdzanie, ze g i t sa gltadko przedtuzalne do
M oraz maja zadane wlasnoéci — jest trywialna, choé¢ zmudna. O

18. Inny opis gradientowych solitonéw Ricciego

Ograniczmy teraz nasze rozwazania do gradientowych solitonéw Ric-
ciego o dodatniej staltej solitonowej A. Funkcje solitonows f spelniajaca
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(11) mozemy wéwczas znormalizowaé przez dodanie odpowiedniej stalej,
tak aby funkcja Af — g(Vf, Vf) 4+ 2\f, ktéra — jak wiemy — jest stala
(Lemat 11.1), byta réwna zeru. Znormalizujmy tez metryke g, zastepujac
ja przez Ag (czyli zakladajac, ze A = 1), co nie zmienia ani tensora
Ricciego Ric, ani hesjanu Vdf. Efektem tych normalizacji sa réwnosci
i) Vdf + Ric = g, i) Af — g(Vf,Vf) +2f = 0. (21)

Dla funkcji f na rozmaitosci Riemanna (M, g) wymiaru n > 3, znor-
malizowana wersja (21) gradientowego réwnania solitonowego (11) jest
rownowazna nastepujacemu uktadowi trzech réwnan:

(a) {Vdf + Ric}, =0,

(b)  Af—=g(Vf,Vf)+2f=0,

() (n—=2)(Af+s—n)+n[Af—g(Vf,Vf)+2f] =0.

Symbol { }, oznacza tu cze$¢ g-bezsladowa, dana wzorem (5), zas
s = tryRic jest krzywizng skalarng metryki g.

Réwnowaznosé miedzy (21) i ukladem (a) — (c) jest oczywista z faktu,
ze réwno$¢ obu stron (21.i) jest tym samym, co jednoczesne réwnosci
ich czeéci g-bezéladowych oraz g-Sladow.

19. Zmiany konforemne metryk Riemanna

Przez konforemng zmiane metryki Riemanna ¢ na rozmaitoéci M
rozumie sie zastapienie jej iloczynem pg, gdzie p: M — (0, 00).

Dla ustalonej n-wymiarowej rozmaito$ci Riemanna (M, g) i funkcji
f+ M — IR, niech Ric,s,Vf,Vdf i Af oznaczaja tensor Ricciego i
krzywizne skalarna g oraz gradient, hesjan i Laplasjan f. Ich odpowied-
niki Ric,s, Vf,Vdf i Af dla konforemnie zmienionej metryki g = g/o?,
gdzie o : M — (0,00), spelniaja dobrze znane réwnosci

Ric = Ric + (n —2)o~'Vdo + [07'Ac — (n— 1)o7 2¢(Vo,Vo)] g,

§ = 0% +2(n—1)ocAc — n(n —1)g(Vo, Vo),

a(Vf,Vf) = o29(Vf, V), poniewaz Vf = o2Vf,

Vdf = Vdf + o7 [do @ df + df @ do] — o~ 1g(Vo,Vf)g,

Af = o®Af — (n—2)og(Vo, V),
ktore sie sprawdza tatwo, choé¢ zmudnie. Zob. np. [14, str. 528-529].

Przypusémy tez, ze zaréwno o jaki f sa funkcjami gladkimi zadanej
funkcji niestatej ¢ : M — IR (por. §10) i rozwazmy funkcje x,y zmiennej
t dane wzorami x = 2logo —t+ (m —1)"1f i y = (m — 1)71f, gdzie
m =n/2 (nawet dla nieparzystych n). Zalézmy ponadto, ze g(Vt,Vt)
jest funkcja gladka funkcji ¢ i potézmy ¢ = elg(Vt,Vt)/2. Tak wiec

i) o=@ V2 i) f=(m—1)y, ii) g(Vt,Vt)=2e"". (22)
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Naszym celem jest znalezienie warunkéw dostatecznych na to, by po
zmianie konforemnej metryki g, ktéra — na razie — jest zupelnie dowolna,
powstal gradientowy soliton Ricciego § o stalej solitonowej A > 0
(tzn. A =1, jesli uzy¢ normalizacji wprowadzonej w §18). Warunki te
nalozone beda na niewiadome funkcje x,y zmiennej ¢, odpowiadajace —
poprzez relacje (22) — funkcjom niewiadomym o i f, ktére z kolei maja
stanowi¢ czynnik funcyjny w szukanej zmianie konforemnej § = g/o?
oraz funkcje solitonowa dla g.

Wyliczmy najpierw skladniki réwnan (a) — (¢) w §18 dla f oraz
metryki § (zamiast g), wyrazajac je poprzez funkcje z,y,¢ (i ich
pochodne wzgledem ¢, z konwencja oznaczeniowa () = d/dt), przez
g-hesjan Vdr funkcji 7 = e i jej g-laplasjan AT, oraz przez tensor
Ricciego Ric metryki g i jej krzywizne skalarng s:

{Vdf + Ric}, = {aVdr + Ric + Bdt ® dt}, (23)
gdzie a = (m —1)(& + 1)e ™, zaé B=(m —1)(2% — >+ 12— 1)/2,
(m — 1)~ ' *[Af — g(Vf, Vf) + 2f]

= §1AT 2+ me)] + 2005 — (m — Vi -+ dj+yere], Y
a takze, wciaz z n = 2m,
eV [(Af +5 —2m) + m(m — 1) {Af - g(Vf,Vf) +2f}]
— m(2i6 — (2m — 1)6i? + 6% + 2y — 1)V — ¢ + 2m]
—2[m(m—1) — m(m—1)¢ — 2m—1)¢ — ¢ — e's/2] (25)

+ (2m = 1)(@ + 1)[AT = 2(¢ + m)]

—2[¢p — (m—1)2p — mo + m]

+ (2m —1)[2& — 9> + @ — 1]¢.
Sprawdzenie réwnosci (23) — (25) jest, jak poprzednio, tatwe cho¢ zmudne.
Mozna w nim uzy¢ nastepujacych krokéw posrednich. Po pierwsze,

T=d-g+1, 26-06)0 ' =i—G+[@—9>—1]/2 (26)

200
na mocy (22.i). Z powyzszych wzoréw na Ric i Vdf, (9.ii) — (10) dla
X =0 badz x = f, oraz (22.ii) i (26), z m =n/2 i1 = €!, dostajemy

(m — 1)"{Ric — Ric},
={(# -9+ 1)e tVdr +2(6 — 6)o " tdt @ dt},,
(m —1)"Vdf = ge~tVdr
+ (f+ay—9?)dt @dt — (2 — g+ 1)getgg.
Z (26) i (27) trywialnie wynika (23). Stosujac do drugiej réwnosci w (27)
operacje try = o?try i, osobno, kltadac x = f w (9.i), oraz uzywajac

(27)
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faktu, ze try(dt ® dt) = g(Vt,Vt), a nastepnie wyrazajac o i g(Vt,Vt)
poprzez (22), otrzymujemy
(m—1)"'e"*Af = gAT + 2[j —mgy + (m — 1)(y — ©)9]¢,

(m — 1) 277g(Vf, Vf) = 237, 29
co daje (24). Ze wzoru na §, (9) — (10) dla x = ¢ i (26), mamy
(2m —1)"te¥ %5 = (2m — 1) tels + (2 — y + 1) AT (29)

+ [28 — 25 — (m — 1)(& — 9)? = 2m(i — §) — m — 1] ¢.
Z tej ostatniej réwnosci oraz (28) i (24) latwo wynika (25).

20. Konforemnie kahlerowskie solitony Ricciego
Ustaliwszy T € (0,00) i liczby catkowite m, k takie, ze m >k > 0,
rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych drugiego rzedu
i) 28 = ¢ — @2 + 1,
i) ¢ = (m—1)¢iy — ¢y — ye'™", (30)
i) ¢ = (m—1)z¢ + mo — m,
nalozony na gladkie funkcje niewiadome x,y, ¢ : [0,T] — IR zalezne od
zmiennej t € [0,T], przy czym ( ) = d/dt, oraz dodatkowe réwnanie

2 — (2m —1)¢i® + ¢° + 2y —1)eV * — ¢ +2m = 0 (31)
rzedu pierwszego, wraz z warunkami brzegowymi

6(0)=¢(T) =0, ¢>0mna (0,7), §(0)=k=—-¢(T).  (32)
Réwnanie (31) nie zmniejsza bardzo drastycznie zbioru rozwiazan uktadu
(30), gdyz prawa strona (31) pomnozona przez e® jest catka (30).

Twierdzenie 20.1. Z dowolnym rozwigzaniem (z,y,¢): [0,T] — IR?
ukladu (30) — (32), przy T,m,k ustalonych jak wyzej, stowarzyszony
jest konforemnie kdhlerowski soliton Ricciego § na zwartej rozmaitosci
zespolonej M = M;" opisanej przez (x) w§8. Aby otrzymaé g, uzywamy
metryki Kdhlera g na M i funkcji t : M — IR, ktore odpowiadajg
naszym x,¢,T,m,k jak w Lemacie 17.1, kladge §= g/o? dla funkcji
o zadanej wzorem (22.i).

Metryka g i funkcja f zdefiniowana przez (22.ii) spelniajg wowczas
warunki (a) — (c) w §18, réwnowazne gradientowemu réwnaniu solitono-
wemu (11) z X\=1 i z g zastgpionym przez §.

Dowdéd. Prawe strony réwnan (23) — (25) sa réwne zeru — w réwnaniu
(23) mamy {aVdr + Ric},=0 i =0, jak stwierdzaja Lemat 17.1(i) i
(30.i); w (24), znikanie obu wyrazéw po prawej stronie jest konsekwencja
Lematu 17.1(ii) i (30.ii); za§ w (25) kazda z pieciu koncowych linijek jest
zerem na mocy (31), Lematu 17.1(iii), Lematu 17.1(ii), (30.iii) i (30.i). O
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Dla wszystkich znanych przykitadéw zwartych solitonéw Ricciego
(ktére wylicza Pytanie 9.1), krotnosci wartosci wlasnych tensora Ricciego
w dowolnym punkcie sa parzyste. Wynika to z (8) i faktu, ze tensor Ric-
ciego iloczynu kartezjanskiego rozmaitosci Riemanna jest, w naturalnym
sensie, sumg prosta tensoréow Ricciego rozmaitosci-czynnikéw.

Przypusémy, ze dla jakiego$ rozwiazania (z,y,¢) : [0,7] — IR?
uktadu (30) — (32) i funkcji o zdefiniowanej przez (22.i), mamy & # ¢
gdzie$ w przedziale [0,7T] (czy takie rozwiazania istnieja — nie wiadomo;
kwesti¢ t¢ dodatkowo komplikuje osobliwo$¢ réwnania (30.ii) dla ¢t =0
i t =T, wynikajaca z (32)). Z przyczyn wymienionych nizej, zwarty
soliton Ricciego (M, §) otrzymany woéwczas z Twierdzenia 20.1 nie bylby
einsteinowski, ani lokalnie kahlerowski, ani tez lokalnie rozkladalny w
iloczyn kartezjanski czynnikéw einsteinowskich lub lokalnie kahlerow-
skich. Pytanie 9.1 miatloby wiec odpowiedZ twierdzaca.

Przyczyny, o ktérych mowa, sa nastepujace. Poniewaz wymiar M nad
IR jest parzysty, w kazdym punkcie spelniajacym warunek (6—ad)dt # 0
tensor Ricciego Ric ma warto$é wlasng o krotnoéci nieparzystej, dla
ktérej gradient V7 to wektor wlasny. Bierze si¢ to ze wzoru (27), bo, na
mocy Lematu 17.1(i) 1 (8), Vdr i Ric sa hermitowskie i jednoczesnie dia-
gonalizowalne w kazdym punkcie, z wartosciami wlasnymi o krotnosciach
parzystych, za$ z (6.c) i drugiej réwnosci w Lemacie 17.1(ii) wynika, ze
VT jest ich wspolnym wektorem wlasnym.

Rozwiazania ukladu (30) - (31), dla ktérych ¢ = &, sa z kolei dobrze
znane. Opiszemy te rozwiazania w §§21-25.

Twierdzenie 20.1 ma tez wersje lokalng, w ktérej zamiast warunkow
brzegowych (32) zaklada sie tylko dodatnio$é ¢ na przedziale otwartym
stanowiacym dziedzine rozwiazania (z,y, ¢) uktadu (30) — (31) z m > 2.
Konstrukcja opisana w Lemacie 17.1 daje wowczas metryke ¢ i funkcje
t, ktore sa co prawda okreslone tylko na pewnej rozmaitosci niezwartej,
ale nadal spelniaja konkluzje (i) — (iii) Lematu 17.1.

Inne jeszcze uogblnienie Twierdzenia 20.1 powstaje gdy usuniemy
z uktadu (30) — (32) réwnanie (30.ii), zachowujac wszystkie pozostale
zalozenia. Prawa strona réwnania (23) jest, oczywiscie, wciaz jeszcze
rowna zeru. Daje to slabszg wersje gradientowego réwnania solitonowego
(11): {Vdf+ Ric}, = A\g dla jakiej$ funkcji A, ktéra nie musi by¢ stala.
Metryki g, dla ktérych istnieja takie funkcje f i A, byly badane przez
kilku autoréw [27, str. 369], [3], [32]; nazywa si¢ je czasem gradientowymi
prawie-solitonami Ricciego.
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21. Symetrie ukladu (30) — (31) i warunek 6 =¢

W réwnaniach tworzacych uktad (30) — (31) zaden wyraz nie zalezy
jawnie od zmiennej t, zas te wyrazy, ktore zawieraja pierwsze pochodne
.1, (f), zaleza od nich w sposéb jednorodnie kwadratowy. Uklad bedzie
wiec nadal spelniony jesli w rozwigzaniu, okreslonym na dowolnym
przedziale, zastgpimy zmienng ¢ przez c =+ ¢, dla dowolnej statej c.

Zbiér rozwiazan okreslonych na przedziale [0,7] i spelniajacych
na dodatek warunki brzegowe (32) jest wiec niezmienniczy wzgledem
podstawienia za zmienng t wyrazenia T — .

Oméwimy teraz rozwiazania uktadu (30) — (31), dla ktérych ¢ = 4.

Lemat 21.1. Niech rozwigzanie (x,y,¢) ukladu (30) — (31), w kérym
m > 2, okreslone na przedziale otwartym zmiennej t, speinia dodatkowo
warunek & =6, z funkcjg o dang wzorem (22.i). Wtedy o = g, + q,€
dla statych qq, q;, z ktérych przynajmniej jedna jest dodatnia. Ponadto
i) y¢ = (mi —g)yé — ye’ ", i) § = (y—2)y, (33)

oraz zachodzi jeden z nastepujgcych trzech przypadkow:

(i) y = 0 na calym przedziale zmiennej t,

(ii) ¢, =0, tzn. o = q, jest stalg dodatniq,
(iii) gy =0<¢q i 0=qe".

W zbiorze rozwigzar pelnego uktadu (30) - (32), dla T,m,k ustalonych
jak poprzednio, transformacja polegajgca na zastgpieniu zmiennej t
przez T —t zachowuje warunek & = & i przeprowadza przypadek (1) w
siebie, zas przypadek (i) wymienia z przypadkiem (iii).

Dowdd. Ustalmy rozwiazanie (z,y,¢) uktadu (30). Dla funkcji n zdefi-
niowanej jako réznica miedzy lewa i prawa strona wzoru (33.1), odejmujac
od (30.ii) réwno$¢ (30.1)) pomnozona przez ¢/2, dostajemy, z (26.b) i
(30), n=2(¢5 — 6)po~ L. Z (30) wynika réwniez, ze wyrazenie
2(¢n) —2(m — 1) ¢ni +4(m — 1)(6 — 0)d*0 " *jo
réwna sie iloczynowi —¢y i lewej strony wzoru (31), gdyz (26.a) daje
46 —0)o %6 =260 1) 22607 ") = (& — g+ 1)(& — ¢y — 1). Uklad
(30) — (31) z & = ¢ pociaga wiec za soba (33.1) (tj. znikanie 7) oraz
(6 —0)dye = 0. (34)
Na mocy (33.4) i (30.if), (mij —9%)¢ = by +ye? =" = [(m — )iy — ] 6,
za$, z (30.iii), ¢ # 0 na gestym podzbiorze dziedziny. Stad mamy (33.ii).
Z drugiej strony, jeSli ¢ = ¢ to & = g€’ oraz o = q, + q,€' ze
stalymi g, q;, ktore nie moga by¢ obie niedodatnie, bo, na mocy (22.i),
o > 0. Przy zalozeniach lematu, réwnos¢ (34) (wraz z analityczno$cia
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rozwiazania (z,y,¢) ukladu (30) na kazdej skltadowej spdjnej gestego
podzbioru dziedziny, na ktérym ¢ # 0) prowadzi do czterech mozliwych
przypadkéw: ¢ =0, y =0, 6 = 0 and ¢ = 0. Pierwszy jest wyklu-
czony przez (30.ii1); drugi, z powodu réwnosci (30.ii), jest réwnowazny
warunkowi y = 0; trzeci przypadek daje (ii); czwarty — (iii).

W przypadku (30) - (32) zachowanie warunku (i) przy podstawieniu
T —t za t jest oczywiste. Na mocy (22.i) podstawienie to powoduje
zastapienie o przez funkcje ¢ — e!~7/2¢(T — t), co konhczy dowéd. [

22. Przypadek (i) w Lemacie 21.1

Rozwazmy przypadek, gdy y = 0 w Lemacie 21.1. Na mocy (22.ii),
oznacza to znikanie znormalizowanej funkcji solitonowej f w Twier-
dzeniu 20.1 (a $ci$lej — w jego lokalnej wersji, wspomnianej w §20).
Powstajace tu metryki § sa wiec einsteinowskie (§7).

Opiszemy teraz rozwiazania (x,y,¢) ukladu zlozonego z (30) — (31)
i rownania y = 0 na dowolnym przedziale otwartym; translacja zmiennej
t (zob. §21) pozwala nam zalozy¢, ze przedzial ten zawiera 0.

Twierdzenie 22.1. Dia rozwigzan (x,y,$) ukladu (30) — (31) takich,
ze y =0, na przedziale otwartym zawierajgcym 0, dane poczgtkowe
(o, Yo» Gos Fos s Bo) = (2(0), 5(0), 6(0), 2(0), 5(0), 6(0))  (35)
spetniajg warunk:
Yo=7To=0, 2iydy=[(2m — 1)+ 1]¢y+2¢ " —2m.  (36)
Na odwrét, kazdy wybdr danych (35) spelniajgcych (36) jest zrealizowany
przez doktadnie jedno rozwigzanie (x,y,¢) uktadu (30) - (31) z y =0,
okreslone na maksymalnym przedziale zawierajgcym 0. Mamy wtedy
r=uz,+2log|O], gdzie © = cosh(t/2)+ &, sinh (¢/2), (37)
oraz y =0, zas ¢ jest jedynym rozwigzaniem rownania liniowego
2i¢ = [(2m — 1)i% + 1]¢ + 2¢ 7" — 2m (38)
pierwszego rzedu z warunkamsi poczgtkowymi ¢(0) = ¢y, qﬁ(O) = qﬁo.
Réwnanie liniowe (38) ma oczywisty czynnik calkujacy, co pozwala

nam je przepisaé, dla t z ©(t)O(t) # 0, jako (G¢) = F, gdzie

G =20"""'0)", F=(0"0)7%c"-m0%. (39)
Dowdd. Nasz uktad sklada sie z (30), (31) i warunku y = 0 (z ktérych
réwnos¢ ¢ = ¢ wynika na mocy (30.i) i (26.b)). Inaczej méwiac, mamy
dwie funkcje niewiadome, x i ¢, na ktore natozone sa tylko dwa réwnania:
2i = 1—3? oraz (38); zauwazmy, ze réwnosé (30.iii) jest ich konsekwencja.
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Istnienie i jedynosé¢ rozwiazania ¢ dla réwnania (38) ze wspomnianymi
warunkami poczatkowymi sg przy tym oczywiste; jest tak nawet w
przypadku osobliwym, tzn. gdy 1, = 0, co tatwo sprawdzi¢ uzywajac
czynnika calkujacego [cosh(t/2)]~2™ coth(t/2). O

23. Przyklady Page’a i Bérard Bergery’ego
Ustaliwszy m,k € Z o wlasnosci m > k > 0 i a € (—1,0),
zdefiniujmy dane (35) spelniajace (36) kladac z, = —log(ka + m),
Yo = P = Yo =0, 25 = a, qﬁo = k, a takze funkcje ©,G,F' i stala
dodatnig T poprzez (37), (39)1 T = 2log[(1 — a)/(1 + a)]. Zatem
i) 20(t) = (1+a)e’? + (1 —a)e ? >0,
ii) 40(t) = (1+a)et? — (1 —a)e /2,
i) ©2-402 = 1-a2>0, 406 =0 >0,
iv) F = [ka+m—mO?(0eme)2
Dla wielomianu S dwéch zmiennych a, & okreslonego wzorem

m o (_1)ig2i
5.6 = 3 FE 0T ma+ K+ () (ka+ ),
=0

(40)

przy czym (m]_l) =0 gdy j <0 lub j > m, wyrazenie P(a) =
a~1S(a,a) jest wielomianem jednej zmiennej a, dla ktérego

P(0) = —k < 0,

k/m (41)

P(=k/m) = (1—k/m)(1+m/k) / (1—a®)™ 'da > 0.

0
Pierwsza réwnosé jest tu oczywista z definicji P, za$ postulowane w
(41) wyrazenie dla P(—k/m) natychmiast wynika ze wzoru na S(a,§),
jesli tylko uzyjemy rozwiniecia dwumianowego funkcji podcalkowej oraz
faktu, ze czynnik ma + k wystepujacy w S(a,&) znika dla a = —k/m.

Na mocy (41) mozemy teraz wybraé i ustali¢ a € (—k/m,0) takie,
ze P(a) =0, tzn. S(a,a) = 0. Poniewaz S(a,&) jest parzysta funkcja
zmiennej &, mamy réwniez S(a,—a) = 0.

Zastapmy t € [0, 00) nowa zmienna & = 20(t)/O(t) € [a,1). Z (40.1),
(40.iii) i (40.i-ii) wynika, odpowiednio, ze ma to sens, oraz ze || <1 i
26 =1-62>0,za8 £ — 1 gdy t — co. Tak wicc t — ¢ jest rzeczywiscie
dyfeomorfizmem przedzialu [0, 00) na [a, 1), ktéry — jak tatwo sprawdzié
przez ponowne uzycie (40.i-ii) — przeksztalca ¢ =0 i t =T, dla naszej
statej dodatniej T' = 2log[(1 —a)/(1 + a)], na § = a i, odpowiednio,
¢ = —a. Pierwsza réwno$é¢ w (40.iii) daje &2 =1+ (a? — 1)O72, tzn.
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G).2 = (1—a?)/(1—¢€?), jak rowniez 402 = (1—a?)€?/(1—£2) (poniewaz
40?/0? = ¢%). Wyrazajac G i F poprzez &, dostajemy, z (39),
41— ¢)m
¢ =~ e
gdyz ©2""10 = ©2"0/0 = (©2)™¢/2, oraz, na mocy (40.iv),
F = 4(1 —a®) ™™ Y(ma + k)a& ™% — (ka +m)] (1 — €)™, (43)
Powyzszy wzor na S(a,&) i (43) latwo pokazuja, ze
4(1 - € d[S(a,9)/€)/ds = (1—a*)""'F, (44)

Relacja F' = (G¢) w Twierdzeniu 22.1 oznacza, ze 2F réwna si¢
(1 —€2)d(Ge)/dE. Spetnia ja zatem ¢ dane przez

(1-a*)(1 -9 = 25(a,8). (45)
Nasz wybér a powoduje wiec, ze ta funkcja ¢ zmiennej £ znika dla
& = t+a. Inaczej méwiac, dla ¢ traktowanej jako funkcja zmiennej t i
dla T'=2log[(1 — a)/(1 4+ a)] mamy ¢(0) = ¢(T) = 0.

Pokazemy teraz, ze ¢ dane wzorem (45) spelnia tez pozostale wa-
runki brzegowe (32). Wzér na S(a,§) i (42) — (43) daja mianowicie
(1—a®)" (1 - )™ (F £ kG) = —4(E £ a)[(ka+m)EF (ma+ k)],
skad F/G = +k gdy £ = ta. Przechodzac do zmiennej t, dostajemy
F(0)/G(0) = k i F(T)/G(T) = —k. Réwnosci ¢(0) = ¢(T) =0 i
F = (G¢) pokazuja wiec, ze (0) =k i ¢(T) = —k.

Dodatnio$¢ ¢ na (0,7") sprowadza sie teraz do niezerowosci ¢ gdy
¢ € (a,—a). Gdyby jednak ¢ znikalo dla pewnego & € (a, —a), to (45) —
po pierwsze — daloby nam & # 0 (bo z definicji S(a,§) i nieréwnosci
—k/m < a < 0 dostajemy S(a,0) = —(ma + k)a > 0) i — po drugie
— pozwolitloby nam zalozyé¢, ze £ € (a,0) (bo S(a,§) jest parzysta
funkcja zmiennej &). Znikanie ¢, a wiec i S(a,&)/&, dla tej wartosci
&, jak rowniez dla £ = a, pociagaloby za soba znikanie pochodnej
d[S(a,§)/&]/dE gdzies w [a,0), co w polaczeniu z (44) prowadzi do
sprzecznosci: (43) daje F <0 gdy a € (—k/m,0) 1 0 < |§| < 1.

Z Twierdzenia 20.1 wynika teraz, ze rozwiazanie (x,y,¢) ukladu
(30) — (31), odpowiadajace opisanym wyzej danym (35), z naszym
a € (—k/m,0), pozwala nam skonstruowa¢ soliton Kahlera-Ricciego na

(42)

kazdej ze zwartych rozmaitosci zespolonych M;". W ten sposéb powstaja
przyktady Page’a (dla m = 2) ¢ Bérard Bergery’ego (z m > 2).

Inne opisy tych samych konstrukcji mozna tez znalezé u Besse’a
[5, str. 273-275], oraz — oczywiscie — w oryginalnych pracach [4,28].
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24. Przypadek (ii) w Lemacie 21.1

Statos¢ o w Lemacie 21.1 pociaga za soba kahlerowsko$¢ metryki
g = g/o?, gdyz — w lokalnej wersji Twierdzenia 20.1 — powstaje ona przez
trywialng zmiane konforemna metryki Kéhlera g.

W nastepujacym opisie rozwiazan (x,y,¢) ukladu (30) — (31) ze
stala funkcja o zakladamy, bez zmniejszenia ogélnosci (por. §25), ze
dziedzina rozwiazania zawiera 0.

Twierdzenie 24.1. Jesli (z,y,¢) jest rozwigzaniem uktadu (30) - (31)
okreslonym na przedziale otwartym zawierajgcym 0 i takim, Ze funkcja
o jest stala, to dla danych poczqtkowych (35) muszq zachodzié¢ warunki

Q‘O —iy=1, (1 —me®o%) g, = y,, (46)
¢ = [(m — 1)y —m]g +m — eo~*o.
Na odwrét, dowolne dane (35) spelniajace (46) sq zrealizowane przez
dokladnie jedno rozwigzanie (x,y,®) ukladu (30) — (31) ze stalg funkcjq
o, okreslone na calej prostej. Explicite,

x:xo—t+y0(et—1), y:y0+y-0(et_1)7 (47)
za$ ¢ jest jedynym rozwigzaniem réownania lintowego
¢ = [(m = Vg’ —m]¢ +m — et %ot (48)

pierwszego rzedu z warunkami poczgtkowymi ¢(0) = ¢y, ¢(0) = q.SO.
Rownanie (48) mozna tez wyrazié¢ jako (G¢) = F, gdzie

G(t) = exp [mt — (m — 1)gye’], F(t) = (m —e¥o "0 ) G(t). (49)

Dowdd. Ze stalosci o i (26.a) wynika, ze § — & = 1, a wigc, na mocy
(33.i1), § =y, co daje (47) i pierwsza réwnosé¢ w (46).

Zeby pokazaé (48), rozwazmy dwa mozliwe przypadki. W pierwszym
z nich g, = 0. Z (47) dostajemy zatem stalo$¢ y i réwno$¢ z =
xy — t. Uzywajac réwnania (30.i1) widzimy, ze y = 0. Konkluzja (38) w
Twierdzeniu 22.1 dla z = zy —t dowodzi teraz (48) dla y, =y, = 0.

W pozostalym przypadku gy, # 0. Dzielac (30.ii) przez y = § =
yoe' # 0, a potem zastepujac & przez yye'—1, za$ ye¥? przez wyrazenie

o+ o (e! — 1)] %o+, otrzymujemy

¢ = [(m = D)goe’ —m)¢ — e"o%0(e' = 1+yy/gp).  (50)
Uzywajac (50) i réwnania powstajacego z (50) przez zrézniczkowanie,
wyrazmy ¢> i (f) poprzez Ty, Yo, VYo i ¢. Przy pomocy tych wyrazen i
réwnosci x = gye! — 1, przepiszmy teraz réznice lewej i prawej strony
réwnania (30.iii), dostajac zaréwno druga réwnosé w (46), jak i (48).
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Widzimy przy okazji, ze druga réwnos¢ w (46) w polaczeniu z (48)
pociaga za soba (50), a wiec réwniez (30.iii). Trzecia réwnosé¢ w (46) jest
z kolei oczywista z (48) dla ¢t = 0.

Udowodnili$my w ten sposéb (46) i (48) oraz fakt, ze wynika z nich
(30.iii). Podobnie wynikaja z nich pozostale réwnania uktadu (30) — (31).
Konkretniej, (30.ii) jest po prostu réwnoscia (50) (tj. (48)) pomnozona
przez § = § = yoe' # 0, (30.1) jest oczywista konsekwencja (47) — (48),
za$ (31) tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. O

25. Przyktady Koiso-Cao
Ustalmy m,k € Z z m >k > 0 izadajmy S : (0,00) — IR wzorem

Q
k
S(a) = / F g (k= m)r™e dr, gdde Q — L*}c (51)
m —
0
Zachodzg wéwczas — jak pokazemy nizej — nieréwnosci
S(0) < 0 < S(a) jesli a > m(m — k). (52)

Mozemy wiec wybraé a € (0, m(m—k)) takie, ze S(a) = 0. Zdefiniujmy
nastepnie dane (35) spelniajace (46) poprzez y, = (1 —m/k)a/(m — 1),
Ty = Yo — log(m — k), ¢ =0, 9§y = a/(m —1), &y = gy, — 1, oraz
¢o = k. Dla rozwiazania (z,y,¢) : IR — IR? uktadu (30) — (31) ze stala
funkcja o, odpowiadajacego tym danym w sensie Twierdzenia 24.1,
zachodza réwniez warunki brzegowe (32) z T = log[(m + k)/(m — k)].
RzeczywiScie — po pierwsze, nasz wybor ¢ i (ﬁo daje nam ¢(0) =0
i ¢$(0) = k. Po drugie, ¢(T) = 0 gdyz, na mocy Twierdzenia 24.1,
G(T)o(T) = fOTF(t) dt, za$§ wyrazajac te ostatnig caltke przy pomocy
nowej zmiennej 7 = e’ i uzywajac réwnosci y, = a/(m — 1), (51) i (49),
oraz naszego wyboru a, dostajemy f(;‘FF(t) dt = S(a) = 0. Po trzecie, ze
zwiazkéw (G¢) = F (w Twierdzeniu 24.1), ¢(T) = 0 i (49) wynika,
ze ¢(T) = F(T)/G(T) = m — e¥o~+T a wiec ¢(T) = —k, poniewaz
e % =m—k iel' = (m+k)/(m— k). Po czwarte, pochodna funkcji
G ¢, tj. funkcja F dana wzorem (49), ma tylko jedno zero w IR, przez
co ¢ moze mieé¢ co najwyzej dwa zera; relacje ¢(0) = ¢(T') = 0 < ¢(0)
pociagaja za soba zatem nieréwnosé¢ ¢ > 0 na (0,7).

Twierdzenie 20.1 stwierdza z kolei, ze powyzsze rozwiazanie (z,y, @)
prowadzi do konstrukcji solitonu Kéahlera-Ricciego na kazdej ze zwartych
rozmaitodci zespolonych M;". To sa wlasnie przyktady Koiso-Cao.

Dowdd nieréwnosci (52). Dla m,k,a,Q € IR takich, ze m > 1 i
Q € (0,00), definiujac S(a) przez (51) (nawet bez zadania, by Q =
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(m+k)/(m —k)), mamy S(a) = H,, 1 + (k—m)H,,, gdzie H,, =
fOQ TMe”dr dla m > 0. Jesli m > 1, catkujac przez czesci dostajemy
mH,, ;=aH,,+Qme % skad mS(a) = [a—m(m—k)|H,,+Qme .
Dodatnios¢ H,, daje wiec S(a) > 0 dla a > m(m — k). Z drugiej
strony, H,, = Q™! /(m+1) jesli a =0 i m > 1. Nasz wzér na mS(a)
stwierdza zatem, ze m(m + 1)Q~"™S(0) = —m(m — k)@ + m + 1. Przy
Q=(m+k)/(m—k)im>k>1 wynika stad, ze S(0) < 0. O

26. Przypadek (iii) w Lemacie 21.1

Zalozenia Lematu 17.1 pozostana spelnione, jesli piatke m, k, T, x, ¢
zastapimy przez m, k,T, %, ¢, gdzie zt)=x(T—-1) i qg(t) =o(T—1).
Wykonujac konstrukcje opisang w dowodzie Lematu 17.1 dla m, k, T, &, ngS,
przy uzyciu tych samych obiektow N, h,E, M oraz tej samej co poprzed-
nio normy witdknistej i koneksji hermitowskiej w &, dostajemy pewna
nowg metryke ¢ ifunkcje £ : M — IR, ktéra musimy oznaczy¢ symbolem
innym niz ¢, bo rézni si¢ ona na ogdt od funkcji ¢ : M — IR pochodzacej
od wyjsciowych danych m, k, T, x,¢. Aby opisaé¢ zwiazek miedzy g i
§ oraz miedzy t i ¢, uzyjmy dyfeomorfizmu Z : M — M, ktérego
obcigcie do € \ N dziala w kazdym widknie jako standartowa inwersja,
tzn. dzielenie dowolnego wektora niezerowego przez kwadrat jego normy.
Oznaczajac symbolami Z*G i Z*x (przeciw)obraz metryki § przez Z
i ztozenie x o Z, dla dowolnej funkcji x na & ~ N, mamy wowczas

a) Z'r =1/r, b) Z%H=T—t, «c) Z*G=el g, (53)
gdzie, jak poprzednio, r: £ N~ N — IR jest norma widknista.

Rzeczywiscie, réwnosé (53.a) jest trywialna konsekwencja definicji Z.
Dla uzasadnienia (53.b) i (53.c), zauwazmy, ze (20) zachodzi réwniez po
zastapieniu @(t) przez ¢(t) = ¢(T—t) oraz t(r) przez i(r) = T—t(1/r).
Ten wybér : M — IR tatwo daje (53.b). Metryka § jest za$ opisana
zmodyfikowana wersja wzoréw definiujacych g w dowodzie Lematu 17.1;
modyfikacja polega na uzyciu e/") i ¢(i(r)) = ¢(t(1/r)) zamiast e’ i
¢ (tj. zamiast e") i ¢(t(r))), skad dostajemy (53.c).

Relacja (53.c) stwierdza, ze Z jest izometria miedzy rozmaitoscia-
mi Riemanna (M,eT2'g) i (M,g). Tak wiec § jest izometryczna z
metryka otrzymana przez konkretna zmiane konforemng metryki g.

Jesli na dodatek wyjsciowe dane m, k, T, x,¢ pochodza od rozwiaza-
nia (z,y,¢) ukladu (30) - (32), funkcja o : M — IR jest zdefiniowana
przez (22.i), a ¢ oznacza jej odpowiednik dla nowygo rozwiazania
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A~

(Z,9,¢) otrzymanego przez podstawienie T — ¢ za zmienna t, to

i) 2% = e 1%, i) Z%(g/6%) = g/o>. (54)
Pierwsza réwnosé jest tu oczywista z (22.1) i (53.b), druga — z pierwszej
w polaczeniu z (53.c) i multyplikatywnoscia operacji Z* wzgledem
mnozenia funkcji przez pola tensorowe.

Na mocy (54.ii), Twierdzenie 20.1 zastosowane do tych rozwiazan
(x,y,9) 1 (,7, (5) daje zwarte solitony Ricciego (M, g/o?) i (M, §/62),
ktore sq ze sobqg izometryczne.

Jesli (z,y, @) reprezentuje przy tym przypadek (iii) w Lemacie 21.1
to, zgodnie z koncowg klauzula Lematu 21.1, rozwiazanie (&, 7, qAﬁ) re-
prezentuje przypadek (ii), tzn. rozmaitosé (M, §/62) jest izometrycz-
na z jednym z przyktadow Koiso-Cao. To samo jest wiec prawda dla
(M, g/o?). Otrzymalismy w ten sposéb dowéd wyniku Maschlera [27].
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